
類数が 5 で割り切れる二次体について∗
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1 序

2 個のパラメータ a, b をもつ, 変数 X の 3 次式 F (a, b ;X) を

F (a, b ;X) = 4X3 + (a2 + 6ab+ b2)X2 + 2ab(10a2 − 19ab− 9b2)X

+ ab(4a4 − 40a3b− 20a2b2 − 59ab3 − 4b4)

により定める. このとき, 多くの a, b ∈ Z と ξ ∈ Q に対し, 体 Q
(√

F (a, b ; ξ)
)
の類数は 5 で割

り切れることが知られている. より正確には, 3 個のパラメータ a, b, ξ をもつ, 変数 x の 5 次式

Λ(a, b, ξ ;x) を

Λ(a, b, ξ ;x) = x5 + 2abx4 − ab(a2 − 3ab− b2)x3 + 3a2b3(a+ b)x2 + a3b4(a+ 3b)x+ a4b6

− ξ(x4 + 2abx3 + a2b2x2)

により定めるとき, 次が成り立つ:

定理 1.1 a, b ∈ Z と ξ ∈ Q が次の条件をみたすとする:

(C1) Λ(a, b, ξ ;x) は Q 上既約;

(C2) ab(a2 + 11ab− b2) の任意の素因子 p に対し,

(1.1)

 min
{
ordp F (a, b ; ξ), ordp F

′(a, b ; ξ)
}
≤ 0 (p ̸= 2 の場合),

ord2 ξ ≤ 0 (p = 2 の場合).

このとき, 体 Q
(√

F (a, b ; ξ)
)
の類数は 5 で割り切れる.

本稿で考察するのは, 上の定理の逆に当たる次の問題である:

問題 1.2 類数が 5 で割り切れるような二次体は, 定理 1.1 の条件 (C1), (C2) をみたす a, b ∈ Z と

ξ ∈ Q によってQ
(√

F (a, b ; ξ)
)
と表すことができるか ?
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試しに数値実験をしてみると, 次のような結果が得られる:

例 1.3 判別式の絶対値が 10000 以下の二次体のうち, 類数が 5 で割り切れるものは, 実のものが

70 個, 虚のものが 617 個ある. これらのうち, 判別式が −9160 の虚二次体 Q
(√

−2290
)
を除く全

ては, 定理 1.1 の条件 (C1), (C2) および

|a| ≤ 100, |b| ≤ 100,
∣∣(ξ の分子) · (ξ の分母)

∣∣ ≤ 10000

をみたす a, b ∈ Z と ξ ∈ Q を用いてQ
(√

F (a, b ; ξ)
)
と表すことができる.

注意 1.4 (i) ab = 0 のとき Λ(a, b, ξ ;x) = x5 − ξx4 = x4(x− ξ) となるから, 条件 (C1) は ab ̸= 0

を含む. また, a, b ∈ Z が a2 + 11ab− b2 = 0 をみたすのは a = b = 0 のときに限る.

(ii) F (a, b ;X) の判別式は 16ab(a2 + 11ab− b2)5.

(iii) Λ(a, b, ξ ;x) の判別式は a14b14F (a, b ; ξ)2.

(iv) F (a, b ;X), Λ(a, b, ξ ;x) は次をみたす:

F (ra, rb ; r2X) = r6F (a, b ;X), Λ(ra, rb, r2ξ ; r2x) = r10Λ(a, b, ξ ;x).

従って a, b としては a > 0 (または b > 0) かつ gcd(a, b) = 1 なるものだけを考えれば十分である.

本稿は “楕円曲線の同種写像を用いた代数体の類数の可除性の研究” の一例であり, 本田 [3], [4]

における “3 で割り切れる” を “5 で割り切れる” で置き換えたものと言える. しかし, §5 で述べ

るように, まだ満足すべき結果が得られたとは言い難い. 中途半端な結論であるにも拘わらず講演

の機会を与えてくれた主催者, ならびに筆者の手に余った D5-多項式 (cf. §6) を “Brumer 化” し

てくれた陸名雄一氏に深く感謝したい. なお, 例 1.3 や §6 における数値計算にはPARI/GP [9] を

用いた.

記号と用語

• Cn で位数 n の巡回群を表し, Dn で位数 2n の二面体群を表す:

Cn = ⟨σ ; σn = 1 ⟩, Dn = ⟨σ, τ ; σn = τ2 = 1, τστ−1 = σ−1 ⟩.

• K/k が体の Galois 拡大でGal(K/k) が群 G に同型であるとき, K/k を G-拡大と呼ぶ.

• k を体とするとき, 多項式 f(x) ∈ k[x] の k 上の最小分解体を Splk
(
f(x)

)
で表す. また,

Splk
(
f(x)

)
/k が G-拡大であるとき, f(x) は k 上の G-多項式であるという.

• K を有限次代数体とするとき, OK で K の整数環を表す.
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2 準備

本節を通して k を標数 0 の体とし, l ∈ Z,≥ 2 とする.

2.1 二次体の類数の可除性と有理数体の二面体拡大

K を有限次代数体とするとき, K の類数が l で割り切れることと不分岐な Cl-拡大 L/K が存

在することが同値であることは, 類体論から直ちにわかる. また, K が二次体で l が奇素数の場合

には, 再び類体論 (および簡単な群論と体論) を用いると次が成り立つことが示せる:

命題 2.1 K を類数が奇素数 l で割り切れる二次体とし, L/K を不分岐な Cl-拡大とする. このと

き L/Q は Dl-拡大である.

さて, l を奇素数とするとき, Dl = ⟨σ, τ ; σl = τ2 = 1, τστ−1 = σ−1 ⟩ の自明でない部分群は

⟨σ⟩ ∼= Cl と ⟨ τσi ⟩ ∼= C2 (i ∈ Z/lZ) に限る. また, Dl の l 次対称群 Sl への埋め込みは共役の違

いを除いて一意的で, その像は l ≡ 1 (mod 4) (resp. l ≡ 3 (mod 4)) のとき l 次交代群 Al に含ま

れる (resp. 含まれない). 従って:

命題 2.2 l を奇素数とし, L/k を Dl-拡大とする. このとき, L/k の自明でない中間体は, k 上 2

次のものが 1 個, k 上 l 次のものが l 個存在する. さらに, L/k の k 上 l 次の中間体 M = k(θ) を

とり δ を θ の最小多項式の判別式とするとき, L は M の Galois 閉包で, l ≡ 3 (mod 4) ならば

L/k の k 上 2 次の (唯一の) 中間体は k
(√

δ
)
である. なお, l ≡ 1 (mod 4) ならば

√
δ ∈ k となる.

系 2.3 命題 2.1 において, K は L に含まれる唯一の二次体である.

よって, もし仮に有理数体の Dl-拡大 L が全て求められて, しかも Cl-拡大 L/K (K は L に含

まれる唯一の二次体) における分岐の様子を知ることが可能であるならば, 類数が l で割り切れる

二次体は決定できることになる.

2.2 位数有限の有理点をもつ楕円曲線から生じる巡回拡大と二面体拡大

E を k 上定義された楕円曲線とし, E は位数 l の k-有理点 T をもつとする. このとき, k 上定義

された楕円曲線 E∗ と k 上定義された同種写像 λ : E → E∗ でKerλ = ⟨T ⟩ = { [i]T ; i ∈ Z/lZ }

となるようなものが k-同型の違いを除いて一意的に存在する (E∗ は E/⟨T ⟩ とも書かれる). k(E∗)

は Aut(k(E)) の部分群 ⟨τ∗T ⟩ ∼= Cl の不変体と自然に同一視でき, 従って k(E)/k(E∗) は Cl-拡大

である.

さて, Aut(k(E)) の部分群 ⟨[−1]∗⟩ ∼= C2 の不変体 k(E)+ はE 上の偶函数の全体に一致する. 同

様に ⟨τ∗T , [−1]∗⟩ の不変体 k(E∗)+ はE∗ 上の偶函数の全体と同一視できる. また τ∗T と [−1]∗ は

[−1]∗ ̸∈ ⟨τ∗T ⟩, τ∗T ◦ [−1]∗ = [−1]∗ ◦ (τ∗T )−1

3



をみたすことが容易にわかるから, ⟨τ∗T , [−1]∗⟩ は Dl に同型である. 従って k(E)/k(E∗)+ は Dl-

拡大で, k(E) は l 次拡大 k(E)+/k(E
∗)+ の Galois 閉包を与える.

続いて, E∗/⟨[−1]⟩ ∼= P1 上の k-有理点に関して拡大 k(E)/k(E∗)/k(E∗)+ を特殊化することを

考える. すなわち, E∗ 上の点 Q で条件

(2.1) φ(Q) ∈ k ∪ {∞} ∀φ ∈ k(E∗)+

をみたすものをとり,

(2.2) K = k(Q), L = k
(
λ−1(Q)

)
と置く. このときK/k は高々 2 次であり, L/K は Cl′-拡大 (l′ は l の約数) である. さらに L/k

は Galois 拡大であり, [K : k] = 2 かつ [L : K] = l ならばGal(L/k) はGal
(
k(E)/k(E∗)+

) ∼= Dl

と自然に同一視できる.

なお, Weierstrass 方程式をとって

E : y2 = f(x), E∗ : Y 2 = F (X)

(f(x) ∈ k[x], F (X) ∈ k[X] は共に重根をもたない 3 次式) とすると

k(E) = k(x, y), k(E∗) = k(X,Y ), k(E)+ = k(x), k(E∗)+ = k(X).

従って, (2.1) は X(Q) ∈ k ∪ {∞} と同値であり,

K = k
(
Y (Q)

)
, L = k

(
x(P ), y(P )

)
(P は λ−1(Q) 内の任意の点) となっている.

3 定理 1.1 の証明の概略

本節では, §1 で定義した F (a, b ;X) や Λ(a, b, ξ ;x) の由来を説明し, 定理 1.1 の証明の概略を

述べる. 詳しくは [12] (または [13]) を参照のこと.

Q 上定義された楕円曲線 E が位数 5 の Q-有理点をもつとき, その方程式として

(3.1) y2 + (a+ b)xy + ab2y = x3 + abx2 (a, b ∈ Z, ̸= 0)

なるものがとれて, T = (0, 0) が位数 5 の点を与える. E∗ = E/⟨T ⟩ と λ : E → E∗ を §2.2 のよ

うに定め, それらの具体的な形を Vélu [15] の公式を用いて計算すると, E∗ は

(3.2)
Y 2 + (a+ b)XY + ab2Y = X3 + abX2 + 5ab(a2 − 2ab− b2)X

+ ab(a4 − 10a3b− 5a2b2 − 15ab3 − b4)
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により与えられ, λ は

(3.3) X =
x5 + 2abx4 − ab(a2 − 3ab− b2)x3 + 3a2b3(a+ b)x2 + a3b4(a+ 3b)x+ a4b6

x4 + 2abx3 + a2b2x2

(Y の表示は省略) により与えられることがわかる. なお, (3.1) の判別式は−a5b5(a2 + 11ab− b2)

で, (3.2) の判別式は−ab(a2+11ab− b2)5 である. また, (3.2) において Y ′ = 2Y +(a+ b)X + ab2

なる変数変換を行うと, E∗ の方程式は (Y ′)2 = F (a, b ;X) となる. さらに, (3.3) の分母を払って

整理すると Λ(a, b,X;x) = 0 となる.

いま, 定理 1.1 の条件 (C1), (C2) をみたす ξ ∈ Q をとる. Q を X(Q) = ξ (条件 (2.1) に相当)

なる E∗ 上の点とし,

K = Q(Q) = Q
(√

F (a, b ; ξ)
)
, L = Q

(
λ−1(Q)

)
と置く (cf. (2.2)). このとき, 条件 (C1) より L = SplK

(
Λ(a, b, ξ ;x)

)
で L/K は C5-拡大になるこ

とがわかる. さらに, 条件 (C2) を用いると L/K において全ての有限素点は不分岐であることが

示せるが, その鍵となるのは

補題 3.1 点 Qならびに体 K,Lは上の通りとし, pを K の素イデアル, Pを Lにおける pの素因

子とする. また, (3.2) を mod p で還元して得られるOK/p 上の曲線を Ẽ∗ とし, (3.1) を modP

で還元して得られるOL/P 上の曲線を Ẽ とする. このとき, Q の Ẽ∗ における像が非特異である

ならば, λ−1(Q) 内の点で Ẽ における像が非特異であるようなものが存在する.

([12], 命題 5.4 の特別な場合) である. 一般に奇数次の Galois 拡大において無限素点は分岐しない

から, L/K は不分岐な C5-拡大となり, K の類数は 5 で割り切れる (従って K ̸= Q). なお, L/Q

は D5-拡大で, L = SplQ
(
Λ(a, b, ξ ;x)

)
でもある.

4 Brumer の 5 次式

標題の式とは, 2 個のパラメータ s, t をもつ, 変数 z の 5 次式

B(s, t ; z) = z5 + (s− 3)z4 + (−s+ t+ 3)z3 + (s2 − s− 2t− 1)z2 + tz + s

のことである (文献により表記法に多少の違いがある). Armand Brumer が構成したとされるが,

未だに論文は出版されていない模様である. それにも拘わらず, 近藤 [6], [7] は Brumer の元々の

構成意図とは無関係に B(s, t ; z) を研究し, 次を示した:

定理 4.1 (Kondo) s, t が Q 上代数的に独立であるとする. このとき:

(i) B(s, t ; z) は Q(s, t) 上の D5-多項式である.
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(ii) SplQ(s,t)

(
B(s, t ; z)

)
に含まれるQ(s, t) 上 2 次の (唯一の) 体はQ

(
s, t,

√
δ(s, t)

)
である. た

だし,

δ(s, t) = −4t3 + (s2 − 30s+ 1)t2 + (24s3 − 34s2 − 14s)t− 4s5 + 4s4 + 40s3 − 91s2 + 4s.

注意 4.2 B(s, t ; z) の判別式は s2δ(s, t)2.

近藤は, この他にも s, t ∈ Q と特殊化した場合に SplQ
(
B(s, t ; z)

)
における素イデアルの分解の

様子を考察し, 二次体 Q
(√

δ(s, t)
)
の類数が 5 で割り切れるための十分条件を得ている. それら

の結果を基に, 佐瀬 [11] は, 岸・三宅 [5] と同様の手法を用いることによって, 類数が 5 で割り切

れる二次体の族を構成した.

次の定理は, [8] によると Brumer が示したことになっているが ([8] には Brumer 自身による証

明の概略も述べられている), 現在では橋本 [2] 等によって数通りの証明が与えられている:

定理 4.3 (Brumer ?) B(s, t ; z) は Q 上の生成的 D5-多項式である. 特に, 標数 0 の体 k と D5-

拡大 L/k が任意に与えられたとき, s, t ∈ k が存在して L = Splk
(
B(s, t ; z)

)
となる.

注意 4.4 Brumer は, 上で述べた B(s, t ; z) の他に, ある 6 次式の族も構成しており, [6], [7] や [2]

ではそれらも考察されている.

[8] の §2 と同様の計算により, §1 で定義した Λ(a, b, ξ ;x) と Brumer の 5 次式 B(s, t ; z) は

B(s, t ; z) =
z5

s4
Λ
(
−s, 1,−2s− t ;

s

z

)
なる関係で結ばれていることがわかる. 従って, D5-拡大 L/Q が任意に与えられたとき, s, t ∈ Q

で L = SplQ
(
B(s, t ; z)

)
なるものをとり, a, b ∈ Z (b ̸= 0) と ξ ∈ Q を

(4.1) −s =
a

b
, −2s− t =

ξ

b2

により定めれば, 注意 1.4 の (iv) より

B(s, t ; z) =
z5

a4b6
Λ
(
a, b, ξ ;− ab

z

)
となることがわかるから SplQ

(
B(s, t ; z)

)
= SplQ

(
Λ(a, b, ξ ;x)

)
. すなわち:

系 4.5 任意の D5-拡大 L/Q に対し, a, b ∈ Z と ξ ∈ Q が存在して L = SplQ
(
Λ(a, b, ξ ;x)

)
と

なる.
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5 現状と課題

結論を先に述べておくと, 冒頭に述べた問題 1.2 は, 現時点では肯定的にも否定的にも解決され

ていない. しかし, 筆者の感触では肯定的に解決される見込みが高いように思われる. 本節では, そ

のように考えるに至った根拠 (らしきもの) を述べる.

まず, 見通しをよくするため, 問題 1.2 を次の 2 つに切り分けることにする:

問題 5.1 類数が 5 で割り切れるような二次体は, a, b ∈ Z と ξ ∈ Q によってQ
(√

F (a, b ; ξ)
)
と

表すことができるか ?

問題 5.2 (問題 5.1 が肯定的に解決したとして) a, b ∈ Z と ξ ∈ Q は定理 1.1 の条件 (C1), (C2)

をみたすか ?

5.1 問題 5.1 について

K を類数が 5 で割り切れるような二次体とする. このとき, §2.1 で述べたように, 不分岐な C5-

拡大 L/K が存在して L/Q は D5-拡大となる. 従って, 系 4.5 より, a, b ∈ Z と ξ ∈ Q が存在し

て L = SplQ
(
Λ(a, b, ξ ;x)

)
となる. また, 明らかに Λ(a, b, ξ ;x) は Q 上既約である (D5 は可約な

5 次式の Galois 群としては現れない).

上の a, b に対し, 楕円曲線 E,E∗ と同種写像 λ : E → E∗ を §3 のように定める. また, Q を

X(Q) = ξ なる E∗ 上の点とし,

K ′ = Q(Q) = Q
(√

F (a, b ; ξ)
)
, L′ = Q

(
λ−1(Q)

)
と置く. このとき [K ′ : Q] ≤ 2 で, L′ = SplK′

(
Λ(a, b, ξ ;x)

)
かつ [L′ : K ′] = 5. よって L = L′ と

なり, これより K = K ′ = Q
(√

F (a, b ; ξ)
)
が従う.

以上で, 問題 5.1 は肯定的に解決されたことになる.

5.2 問題 5.2 について

上の a, b, ξ が条件 (C1) をみたすことは既に確認済みであるから, 残る問題は (C2) の正否であ

る. すなわち, ab(a2 + 11ab− b2) の或る素因子 p に対して条件 (1.1) が成り立っていないと仮定

して, そこから矛盾が導ければよい.

いま, p をそのような素数とする. このとき, 補題 3.1 の逆に当たる

補題 5.3 記号や仮定は補題 3.1 と同じとするとき, Q の Ẽ∗ における像が特異であるならば,

λ−1(Q) 内の任意の点の Ẽ における像は特異である.
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([14] の主結果の特別な場合) を用いると, Λ(a, b, ξ ;x) ∈ Zp[x] ならびに

Λ(a, b, ξ ;x) ≡ (x− c)5 (mod p)

が適当な c ∈ Z に対して成り立つことが示せる. 従って, Λ(a, b, ξ ;x) の根 θ をとりM = Q(θ) と

置くとき, M/Q において p は完全分岐することが期待される. 例えば, ξ ∈ Z かつ p -
[
OM : Z[θ]

]
ならば, p は M において (p) = (p, θ − c)5 と分解される (cf. [1], Theorem 4.8.13). p が 5 次拡大

M/Q で完全分岐するならば L/Q における p の分岐指数は 5 または 10 となる. 他方, L/K は不

分岐であったから, L/Q における p の分岐指数は 1 または 2 でなければならない. よってM/Q

において p が完全分岐するならば矛盾が得られることになる.

しかし, 次節で述べるように, 条件 (C2) は常に成り立つとは限らず, a, b や ξ の値を適切に取り

直さないと話は上手く行かないようである.

6 判別式 −9160 の二次体について

例 1.3における唯一の例外であった,判別式が −9160 = −23 ·5·229の虚二次体K = Q
(√

−2290
)

の類数は 20 で,

H(x) = x5 − 13303238324701431x4 + 23882651240463868x3

− 32170459378391208x2 + 197202371x− 1

と置くとき L = SplQ
(
H(x)

)
はK の (唯一の) 不分岐 5 次巡回拡大を与える. H(x) は Q 上の

D5-多項式であるから, s, t ∈ Q を適切に選べば SplQ
(
H(x)

)
= SplQ

(
B(s, t ; z)

)
となるようにで

きる. そのような s, t は陸名 [10] の “Brumer 化アルゴリズム” によって求めることができて, 例

えば

s =
5206442060539781884359

1419574779236451185964128533615
,

t =
1384137227968733589034250883212039457663413319054672156258236853

3691832758642609429991758183930890781107446058285277858861788200

と置くと L = SplQ
(
B(s, t ; z)

)
となる (これらの値は陸名氏本人に計算して戴いた). よって

a = −5206442060539781884359, b = 1419574779236451185964128533615,

ξ = 2ab− b2t = − 1384137255049115174024217116747238190813933681942070170628841093

1832

(cf. (4.1)) と置けば L = SplQ
(
Λ(a, b, ξ ;x)

)
でK = Q

(√
F (a, b ; ξ)

)
となる. ところが, このよう

に定めた a, b, ξ は条件 (C2) をみたさない. 実際, p = 3 に対して条件 (1.1) は成り立っていない.

つまり, 問題 5.2 の反例が得られたことになる.
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上のように定めた a, b, ξ が (C2) をみたさない以上, パラメータの値を適切に取り直す必要があ

るのだが, この例の場合には ξ だけを次のように取り替えると上手く行く. すなわち, 上の a, b に

対して楕円曲線 E∗ を §3 のように定め, Q を X(Q) = ξ なる E∗ 上の点とする. このとき

ξ′ = X
(
[2]Q

)
=

1

4

(
F ′(a, b ; ξ)2

4F (a, b ; ξ)
− (a2 + 6ab+ b2)

)
− 2ξ

と置けば, L = SplQ
(
Λ(a, b, ξ′ ;x)

)
でもあり, 条件 (C1), (C2) (ξ を ξ′ で置き換えたもの) も成立

する. 因みに ξ′ の分子は 252 桁で分母は 192 桁である.
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