
素数定理一気呵成∗

佐藤 篤†

実数 x に対し, x 以下の素数の個数を π(x) で表す. このとき, π(x) は漸近的に x/ log x

に等しい, すなわち

lim
x→∞

π(x)

x/ log x
= 1

が成り立つというのが標題にある素数定理である. この定理は 1896 年に Hadamard と

de la Vallée-Poussin によってそれぞれ独立に証明された. 本稿で解説するのは, 彼等の原

証明に近い, 複素解析を用いた証明である.

全体を通して次の記号を用いる.

(i) 十分大きい実数 x に対して定義された複素数値函数 f(x) と g(x) について, f(x) =

O
(
g(x)

)
とは, 定数 C > 0 と x0 が存在して x ≥ x0 で |f(x)| ≤ C |g(x)| が成り立つこと

をいう. g(x) ̸= 0 の場合には, この条件は

lim sup
x→∞

∣∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣∣ <∞

と書いてもよい. 十分大きい整数 n に対して定義された複素数値函数 a(n) と b(n) につ

いても, a(n) = O
(
b(n)

)
を同様に定める.

(ii) 十分大きい実数 x に対して定義された複素数値函数 f(x) と g(x) ̸= 0 について,

f(x) ∼ g(x) とは

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= 1

が成り立つことをいう. 十分大きい整数 n に対して定義された複素数値函数 a(n) と

b(n) ̸= 0 についても, a(n) ∼ b(n) を同様に定める.
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1 数論的函数

整数 n ≥ 1 に対して定義された複素数値函数 (つまり複素数列) を数論的函数という.

数論的函数 a(n) が与えられたとき, 実数 x に対して定義された函数

A(x) :=
∑
n≤x

a(n)

を a(n) の総和函数という. ここで
∑

n≤x は x 以下の正の整数 n に渡る和を表す (x < 1

のときには A(x) := 0 と定める).

例 1.1 恒等的に 1 であるような数論的函数

1(n) := 1

の総和函数は, x ≥ 0 ならば, x 以下の最大の整数を与える:∑
n≤x

1(n) =
∑
n≤x

1 = [x] (x ≥ 0).

例 1.2 数論的函数

Λ(n) :=

 log p n = pm (p は素数, m ≥ 1 は整数) の場合

0 それ以外の場合

を Mangoldt の函数といい, その総和函数∑
n≤x

Λ(n) =
∑
p≤x

[
log x

log p

]
log p

を ψ(x) で表す. ここで
∑

p≤x は x 以下の素数 p に渡る和を表す.

命題 1.3 x > 0 で

ψ(x) ≤ π(x) log x.

[証明 ]

ψ(x) =
∑
p≤x

[
log x

log p

]
log p ≤

∑
p≤x

log x

log p
log p =

∑
p≤x

log x = π(x) log x.

�
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数論的函数 a(n) と b(n) に対し,

(a ∗ b)(n) :=
∑
lm=n

a(l) b(m)

によって定まる数論的函数を a(n) と b(n) の畳み込み積 (または接合積) という. ここで∑
lm=n は lm = n なる正の整数 l,m の組に渡る和を表す. この演算は明らかに可換で, 上

の定義は次のように書いてもよい:

(a ∗ b)(n) :=
∑
d|n

a(d) b
(n
d

)
=

∑
d|n

a
(n
d

)
b(d).

ここで
∑

d|n は n の全ての正の約数 d に渡る和を表す.

例 1.4 1(n) と Λ(n) の畳み込み積は

(1 ∗ Λ)(n) = log n

となる. 実際, n の素因数分解を n = pm1
1 · · · pmr

r とするとき, n の正の約数 d のうち

Λ(d) ̸= 0 となるのは d が pji (1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ mi) と書けるときで, そのとき

Λ(d) = log pi となる. 従って

(1 ∗ Λ)(n) =
∑
d|n

Λ(d) = m1 log p1 + · · ·+mr log pr = log n.

2 Dirichlet 級数

数論的函数 a(n) に対し, 複素数 s を変数とする函数項級数
∞∑
n=1

a(n)

ns

を a(n) に対応する Dirichlet 級数という. ここで ns := es logn (対数函数は log n が実数

となるような枝をとる). 伝統に従い, s の実部と虚部をそれぞれ σ と t で表す. このとき

ns = e(σ+it) log n = nσ
(
cos(t log n) + i sin(t log n)

)
, |ns| = nσ.

命題 2.1 a(n) を数論的函数とし, f(s) :=
∑∞

n=1 a(n)n
−s を対応する Dirichlet 級数と

する.

(i) f(s) は, s = s0 (= σ0 + it0) で絶対収束するならば, σ ≥ σ0 で一様に絶対収束し, 半

平面 σ > σ0 上の正則な函数を与える.

(ii) 定数 κ が存在して a(n) = O(nκ) が成り立つならば, f(s) は σ > 1 + κ で絶対収束

する. 特に, a(n) が有界ならば f(s) は σ > 1 で絶対収束する.
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[証明 ] (i) σ ≥ σ0 ならば ∣∣∣∣a(n)ns

∣∣∣∣ = |a(n)|
nσ

≤ |a(n)|
nσ0

=

∣∣∣∣a(n)ns0

∣∣∣∣
となることによる.

(ii) 仮定より, 定数 C > 0 が存在して∣∣∣∣a(n)ns

∣∣∣∣ ≤ C
1

nσ−κ

が成り立つから,
N∑

n=1

1

nσ−κ
≤ 1 +

∫ N

1

dx

xσ−κ

により主張を得る. �

例 2.2 Mangoldt の函数に対応する Dirichlet級数
∑∞

n=1 Λ(n)n
−s は σ > 1 で絶対収束す

る. 実際, 明らかに 0 ≤ Λ(n) ≤ log n であるから, 任意の δ > 0 に対して Λ(n) = O(nδ)

が成り立ち, 上の Dirichlet 級数は σ > 1 + δ で絶対収束する.

定理 2.3 a(n) を数論的函数, A(x) をその総和函数とするとき, A(x) = O(xσ0) ならば,

a(n) に対応する Dirichlet 級数は σ > σ0 で収束し,

∞∑
n=1

a(n)

ns
= s

∫ ∞

1

A(x)

xs+1
dx.

[証明 ] 整数 n ≥ 1 に対してA(n)− A(n− 1) = a(n) が成り立つことより,

N∑
n=1

a(n)

ns
=

N∑
n=1

A(n)− A(n− 1)

ns
=

N∑
n=1

A(n)

ns
−

N−1∑
n=0

A(n)

(n+ 1)s

=
A(N)

N s
+

N−1∑
n=1

A(n)

(
1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
.

ここで
1

ns
− 1

(n+ 1)s
= s

∫ n+1

n

dx

xs+1

ならびに n ≤ x < n+ 1 では A(x) = A(n) となることより,

N−1∑
n=1

A(n)

(
1

ns
− 1

(n+ 1)s

)
= s

N−1∑
n=1

∫ n+1

n

A(x)

xs+1
dx = s

∫ N

1

A(x)

xs+1
dx.
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従って
N∑

n=1

a(n)

ns
=
A(N)

N s
+ s

∫ N

1

A(x)

xs+1
dx

となり, N → ∞ として主張を得る. �

命題 2.4 a(n) を数論的函数, A(x) をその総和函数とするとき, 定数 σ0 ≥ 0 が存在して

a(n) に対応する Dirichlet 級数が σ > σ0 で絶対収束するならば, 任意の ε > 0 に対して

A(x) = O(xσ0+ε) が成り立つ.

[証明 ] 任意の ε > 0 に対し, x > 0 ならば

|A(x)|
xσ0+ε

≤
∑
n≤x

|a(n)|
xσ0+ε

≤
∑
n≤x

|a(n)|
nσ0+ε

≤
∞∑
n=1

|a(n)|
nσ0+ε

となることによる. �

命題 2.5 数論的函数 a(n) と b(n) に対応する Dirichlet 級数が共に σ > σ0 で絶対収束す

るならば, この範囲で a(n) と b(n) の畳み込み積に対応するDirichlet 級数も絶対収束し,

∞∑
n=1

(a ∗ b)(n)
ns

=

( ∞∑
n=1

a(n)

ns

)( ∞∑
n=1

b(n)

ns

)
.

[証明 ] ( ∞∑
n=1

a(n)

ns

)( ∞∑
n=1

b(n)

ns

)
=

∞∑
l,m=1

a(l) b(m)

(lm)s
=

∞∑
n=1

1

ns

∑
lm=n

a(l) b(m)

となることによる. �

3 Riemann のゼータ函数

数論的函数 1(n) に対応する Dirichlet級数

ζ(s) :=
∞∑
n=1

1

ns

は, 命題 2.1より, 半平面 σ > 1で絶対収束して正則函数を定める. この函数を Riemann

のゼータ函数という.
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命題 3.1 σ > 1 で

ζ ′(s) = −
∞∑
n=1

log n

ns
,

ζ ′(s)

ζ(s)
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

ns
.

ここで Λ(n) は Mangoldt の函数を表す.

[証明 ] 前者の式は ζ(s) =
∑∞

n=1 n
−s の項別微分に過ぎない. また, 例 2.2 で述べたように∑∞

n=1 Λ(n)n
−s は σ > 1 で絶対収束し, 例 1.4 と命題 2.5 より( ∞∑

n=1

1

ns

)( ∞∑
n=1

Λ(n)

ns

)
=

∞∑
n=1

(1 ∗ Λ)(n)
ns

=
∞∑
n=1

log n

ns
.

よって前者の式を用いて後者を得る. �

定理 3.2 (i) σ > 1 で

ζ(s) = s

∫ ∞

1

[x]

xs+1
dx.

(ii) ζ(s) は半平面 σ > 0 上の有理型函数に解析接続され, その範囲では s = 1 がただ 1

つの極である. また, s = 1 は 1 位の極で留数は 1 である.

[証明 ] (i) 例 1.1 と定理 2.3 による.

(ii) σ > 1 で ∫ ∞

1

dx

xs
=

1

s− 1

となるから, (i) より

ζ(s)− s

s− 1
= s

∫ ∞

1

[x]− x

xs+1
dx.

ここで, 右辺の積分は σ ≥ δ (δ > 0 は任意) で一様に収束し, 正則函数を与える. �

定理 3.3 s = 1 + it (t ̸= 0) において ζ(s) は 0 にならない.

[証明 ] まず, 定理 3.2 より

lim
s→1

(s− 1)
ζ ′(s)

ζ(s)
= −1.

いま, t0 ̸= 0 に対し, s = 1 + it0 が ζ(s) の a 位の零点 (a ≥ 1), s = 1 + 2it0 が ζ(s) の b

位の零点 (b ≥ 0) であるとすると

lim
s→1+it0

(s− 1− it0)
ζ ′(s)

ζ(s)
= a, lim

s→1+2it0
(s− 1− 2it0)

ζ ′(s)

ζ(s)
= b
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となるから,

lim
ε→+0

(
3ε
ζ ′(1 + ε)

ζ(1 + ε)
+ 4ε

ζ ′(1 + ε+ it0)

ζ(1 + ε+ it0)
+ ε

ζ ′(1 + ε+ 2it0)

ζ(1 + ε+ 2it0)

)
= −3 + 4a+ b ≥ 1.

他方, 命題 3.1 より σ > 1 で

ζ ′(σ + it)

ζ(σ + it)
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

nσ+it
= −

∞∑
n=1

Λ(n)

nσ

(
cos(t log n)− i sin(t log n)

)
が成り立つから, ε > 0 に対して

Re

(
3ε
ζ ′(1 + ε)

ζ(1 + ε)
+ 4ε

ζ ′(1 + ε+ it0)

ζ(1 + ε+ it0)
+ ε

ζ ′(1 + ε+ 2it0)

ζ(1 + ε+ 2it0)

)

= −ε
∞∑
n=1

Λ(n)

n1+ε

(
3 + 4 cos(t0 log n) + cos(2t0 log n)

)
となるが, Λ(n) ≥ 0 であることと恒等式

3 + 4 cos θ + cos(2θ) = 2
(
1 + cos θ

)2
より

Re

(
3ε
ζ ′(1 + ε)

ζ(1 + ε)
+ 4ε

ζ ′(1 + ε+ it0)

ζ(1 + ε+ it0)
+ ε

ζ ′(1 + ε+ 2it0)

ζ(1 + ε+ 2it0)

)
≤ 0

となり矛盾. よって ζ(1 + it) ̸= 0 (t ̸= 0) でなければならない. �

4 素数定理の証明

数論的函数 a(n) に対し, 総和函数
∑

n≤x a(n) とDirichlet 級数
∑∞

n=1 a(n)n
−s との間

には定理 2.3 で述べたような密接な関係がある. 次の定理は, 素数定理の証明のためには

必要ではないが, 重要な事実なのでここで述べておく:

定理 4.1 数論的函数 a(n)の総和函数を A(x)とするとき, 定数 α ̸= 0が存在してA(x) ∼

αx が成り立つならば, a(n) に対応する Dirichlet 級数は σ > 1 で収束して次をみたす:

lim
σ→1+0

(σ − 1)
∞∑
n=1

a(n)

nσ
= α.

上で述べた定理とは逆に, 次の定理のようにDirichlet 級数の性質から総和函数の漸近

的な挙動を導く定理をTauber 型定理という:
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定理 4.2 (Wiener-Ikehara-Landau の定理) a(n) を 0 以上の実数に値をとる数論的

函数とし, a(n) に対応する Dirichlet 級数 f(s) :=
∑∞

n=1 a(n)n
−s は σ > 1 で絶対収束す

るとする. このとき, 定数 α ̸= 0 が存在して f(s)− α/(s− 1) が σ ≥ 1 に正則に解析接続

されるならば, a(n) の総和函数 A(x) は次をみたす:

A(x) ∼ αx.

定理 4.2 を用いれば, 素数定理は直ちに示すことができる (定理 4.1 と定理 4.2 の証明

は次節で与える).

定理 4.3 Mangoldt の函数 Λ(n) の総和函数 ψ(x) は次をみたす:

ψ(x) ∼ x.

[証明 ] Λ(n) に定理 4.2 を適用すればよい. なお, Dirichlet 級数 f(s) :=
∑∞

n=1 Λ(n)n
−s が

σ > 1 で絶対収束することは例 2.2 で述べてある. また, 命題 3.1, 定理 3.2 の (ii), ならび

に定理 3.3 より

f(s)− 1

s− 1
= −

(
ζ ′(s)

ζ(s)
+

1

s− 1

)
は σ ≥ 1 で正則である. �

定理 4.4 (素数定理)

π(x) ∼ x

log x
.

[証明 ] x > e であるとし, ω(x) := x/(log x)2 と置く. このとき 1 < ω(x) < x であって,

π(x)− π
(
ω(x)

)
≤

∑
ω(x)<p≤x

log p

logω(x)
≤

∑
p≤x

log p

logω(x)
≤ ψ(x)

logω(x)
.

ここで
∑

ω(x)<p≤x は ω(x) < p ≤ x なる素数 p に渡る和を表す. 従って

π(x) ≤ π
(
ω(x)

)
+

ψ(x)

logω(x)
≤ x

(log x)2
+

ψ(x)

log x− 2 log log x
.

よって, 命題 1.3 より

ψ(x) ≤ π(x) log x ≤ x

log x
+

ψ(x) log x

log x− 2 log log x
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となり,
ψ(x)

x
≤ π(x) log x

x
≤ 1

log x
+
ψ(x)

x
· log x

log x− 2 log log x
.

故に

lim
x→∞

1

log x
= 0, lim

x→∞

log x

log x− 2 log log x
= 1,

ならびに定理 4.3 より

lim
x→∞

π(x) log x

x
= 1

と π(x) ∼ x/ log x を得る. �

系 4.5 n 番目の素数を pn と書くとき,

pn ∼ n log n.

[証明 ] 定理 4.4 より

lim
n→∞

n log pn
pn

= 1

となるから, 対数をとって log pn で割ることにより

lim
n→∞

(
log n

log pn
+

log log pn
log pn

)
= 1

がわかる. ここで, log log pn/ log pn は 0 に収束するから,

lim
n→∞

log n

log pn
= 1.

従って

lim
n→∞

n log n

pn
= lim

n→∞

n log pn
pn

· log n

log pn
= 1

と pn ∼ n log n を得る. �

5 定理 4.1 と定理 4.2 の証明

定理 4.1 は, Dirichlet 級数の積分表示と ζ(s) の性質を用いて容易に示すことができる.

[定理 4.1 の証明 ] α = 1, すなわち A(x) ∼ x の場合に示せばよい. このとき, 定理 2.3 よ

り, f(s) :=
∑∞

n=1 a(n)n
−s は σ > 1 で収束して

f(s) = s

∫ ∞

1

A(x)

xs+1
dx
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が成り立つ. 従って, 定理 3.2 の (i) より, σ > 1 で

f(s)− ζ(s) = s

∫ ∞

1

A(x)− [x]

xs+1
dx.

いま, 任意に ε > 0 をとる. このとき A(x) ∼ x より

lim
x→∞

A(x)− [x]

x
= 0

となることがわかるから, 定数 x0 ≥ 1 が存在して

x ≥ x0 =⇒
∣∣∣∣A(x)− [x]

x

∣∣∣∣ < ε

が成り立つ. 従って, C := sup1≤x≤x0

∣∣A(x)− [x]
∣∣ と置くと∣∣f(σ)− ζ(σ)

∣∣ ≤ σ

(∫ x0

1

C

xσ+1
dx+

∫ ∞

x0

ε

xσ
dx

)
≤ σ

(
Cx0 +

ε

σ − 1

)
となり,

lim sup
σ→1+0

∣∣(σ − 1)
(
f(σ)− ζ(σ)

)∣∣ ≤ lim
σ→1

σ
(
Cx0(σ − 1) + ε

)
= ε.

よって, ε が任意であることより,

lim
σ→1+0

(σ − 1)
(
f(σ)− ζ(σ)

)
= 0.

他方, 定理 3.2 の (ii) より lims→1(s− 1)ζ(s) = 1 となるから,

lim
σ→1+0

(σ − 1)f(σ) = 1

と主張を得る. �

上で述べた定理 4.1 の証明に比べると, 以下で与える定理 4.2 の証明は技巧的で複雑な

ものである.

補題 5.1
1

2

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eivt dt =

sin2 v

v2
.

ただし v = 0 のときには右辺は 1 とする.

[証明 ]
1

2

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eivt dt =

∫ 2

0

(
1− t

2

)
cos(vt) dt

より容易. �
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補題 5.2 (Riemann-Lebesgue の定理) 閉区間 −R ≤ t ≤ R 上の連続な複素数値函数

F (t) に対し,

lim
y→∞

∫ R

−R

F (t) eiyt dt = lim
y→−∞

∫ R

−R

F (t) eiyt dt = 0.

[証明 ] 略. �

[定理 4.2 の証明 ] 定理の条件をみたすような定数 α は正の実数であることが容易にわか

るから, α = 1 であるとしてよい. すなわち, 実数 u に対して H(u) := e−uA(eu) と置い

て, H(u) ∼ 1 となることを示せばよい. a(n) ≥ 0 なる仮定よりA(x) は非負の単調増大函

数であって, 従って H(u) も非負である.

まず, 定理 2.3 と命題 2.4 より, σ > 1 で

f(s) = s

∫ ∞

1

A(x)

xs+1
dx

が成り立つが, x = eu なる変数変換により∫ ∞

1

A(x)

xs+1
dx =

∫ ∞

0

A(eu)

esu
du =

∫ ∞

0

H(u)

e(s−1)u
du

となるから,

(1)
1

s

(
f(s)− s

s− 1

)
=

∫ ∞

0

(
H(u)− 1

)
e−(s−1)u du.

仮定より左辺は σ ≥ 1 で正則である. また, 容易にわかるように, 右辺の積分は σ ≥ 1 + δ

(δ > 0 は任意) で一様に収束する.

次に, 実数のパラメータ y > 0, λ > 0, ε > 0 と t をとり, (1) において s := 1 + ε+ iλt

と置くと,

1

1 + ε+ iλt

(
f(1 + ε+ iλt)− 1 + ε+ iλt

ε+ iλt

)
=

∫ ∞

0

(
H(u)− 1

)
e−(ε+iλt)u du.

この両辺に (1− |t|/2) eiλyt を掛けて−2 ≤ t ≤ 2 で積分すると, 右辺は∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eiλyt

(∫ ∞

0

(
H(u)− 1

)
e−(ε+iλt)u du

)
dt

=

∫ ∞

0

(
H(u)− 1

)
e−εu

(∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eiλ(y−u)t dt

)
du =: (†)
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となる. ただし, 積分の順序を交換する際に (1) の右辺の積分が t に関して一様に収束す

ることを用いた. 最後の積分で v = λ(y − u) と変数変換すると, 補題 5.1 より

(†) = 1

λ

∫ λy

−∞

(
H

(
y − v

λ

)
− 1

)
e−ε(y−v/λ)

(∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eivt dt

)
dv

=
2

λ

∫ λy

−∞

(
H

(
y − v

λ

)
− 1

)
e−ε(y−v/λ) sin

2 v

v2
dv

=
2

λ

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

)
e−ε(y−v/λ) sin

2 v

v2
dv − 2

λ

∫ λy

−∞
e−ε(y−v/λ) sin

2 v

v2
dv.

以上より

(2)

λ

2

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
eiλyt

1

1 + ε+ iλt

(
f(1 + ε+ iλt)− 1 + ε+ iλt

ε+ iλt

)
dt

=

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

)
e−ε(y−v/λ) sin

2 v

v2
dv −

∫ λy

−∞
e−ε(y−v/λ) sin

2 v

v2
dv.

ここで, 仮定より

fλ(t) := lim
ε→+0

(
f(1 + ε+ iλt)− 1 + ε+ iλt

ε+ iλt

)
が存在し, λ を固定するとき fλ(t) は t の連続函数である. 従って (2) で ε → +0 とする

と, 左辺は
λ

2

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
fλ(t)

1 + ε+ iλt
eiλyt dt

に収束する. また, 容易にわかるように

lim
ε→+0

∫ λy

−∞
e−ε(y−v/λ) sin

2 v

v2
dv =

∫ λy

−∞

sin2 v

v2
dv.

これより

lim
ε→+0

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

)
e−ε(y−v/λ) sin

2 v

v2
dv =

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv

ならびに

λ

2

∫ 2

−2

(
1− |t|

2

)
fλ(t)

1 + ε+ iλt
eiλyt dt =

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv −

∫ λy

−∞

sin2 v

v2
dv

が成り立つことがわかる. この式において y → ∞ とすると, 補題 5.2 より左辺は 0 に収

束する. 従って

K(y, λ) :=

∫ λy

−∞
H

(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv, P :=

∫ ∞

−∞

sin2 v

v2
dv
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(実際には P = π となるが, P の具体的な値を知る必要はない) と置くと,

(3) lim
y→∞

K(y, λ) = P.

さて,函数 A(x)は単調増大であったから, v ≤ uならばH(v) = e−vA(ev) ≤ e−vA(eu) =

eu−vH(u) となる. これより λ > 0 に対して

(4) |v| ≤
√
λ =⇒ H

(
y − 1√

λ

)
e−2/

√
λ ≤ H

(
y − v

λ

)
≤ H

(
y +

1√
λ

)
e2/

√
λ

が成り立つことが容易にわかる. いま, y ≥ 1/
√
λ ならば, (4) より

K(y, λ) ≥
∫ √

λ

−
√
λ

H
(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv ≥ H

(
y − 1√

λ

)
e−2/

√
λ

∫ √
λ

−
√
λ

sin2 v

v2
dv

となるから, (3) より

P ≥ lim sup
y→∞

H

(
y − 1√

λ

)
e−2/

√
λ

∫ √
λ

−
√
λ

sin2 v

v2
dv.

これより

lim sup
u→∞

H(u) = lim sup
y→∞

H

(
y − 1√

λ

)
≤ P e2/

√
λ

/∫ √
λ

−
√
λ

sin2 v

v2
dv

を得る. ここで λ→ ∞ とすると

(5) lim sup
u→∞

H(u) ≤ P · 1
P

= 1.

よって H(u) は有界である. そこで H(u) ≤ C なる定数 C > 0 をとると, 再び (4) より

K(y, λ) ≤
∫ ∞

−∞
H

(
y − v

λ

) sin2 v

v2
dv

≤ C

∫ −
√
λ

−∞

dv

v2
+H

(
y +

1√
λ

)
e2/

√
λ

∫ √
λ

−
√
λ

sin2 v

v2
dv + C

∫ ∞

√
λ

dv

v2

≤ 2C√
λ
+H

(
y +

1√
λ

)
e2/

√
λ P.

従って, 再び (3) より

P ≤ 2C√
λ
+ lim inf

y→∞
H

(
y +

1√
λ

)
e2/

√
λ P
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となり,

lim inf
u→∞

H(u) = lim inf
y→∞

H

(
y +

1√
λ

)
≥

(
P − 2C√

λ

)/
P e2/

√
λ

を得る. ここで λ→ ∞ とすると,

(6) lim inf
u→∞

H(u) ≥ P − 0

P · 1
= 1.

(5) と (6) より, 求める H(u) ∼ 1 を得る. �
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